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Моделирование 

 комплексной (интегрированной) навигационной системы 
 

1. Цель работы – изучение схем, алгоритмов комплексирования (интегриро-
вания) навигационных систем , свойств и характеристик комплексных сис-
тем. 

2. Основные теоретические сведения 
Коррекция ИНС от внешних источников информации с применением раз-

личных алгоритмов позволяет существенно снизить погрешности получаемой на-
вигационной информации. В качестве примера использования алгоритмов для 
коррекции навигационной информации рассмотрим ИНС с внешним источником 
информации, в качестве которого применяется спутниковая навигационная сис-
тема (СНС). 

Для компенсации погрешностей в выходной информации необходимо оце-
нить ошибки выходных сигналов ИНС а также внутренние параметры ИНС, на-
пример, дрейф гироскопов, ошибки акселерометров, неортогональности осей чув-
ствительности измерителей и др. Известны примеры, где оцениваются 64 пара-
метра. Оценить ошибки ИНС, ее параметры возможно, воспользовавшись алго-
ритмами оптимального оценивания. Алгоритм оценивания вычисляет все оценки 
ошибок ИНС, поддающиеся наблюдению. 

Входным сигналом для алгоритма оценивания является разность в измере-
нии координат (широты и долготы), скорости, углов курса, крена и тангажа с по-
мощью ИНС и СНС. Ошибки ИНС составляют вектор состояния системы, а 
ошибки СНС представляют собой измерительный шум. 

После обработки измерений на выходе алгоритма оценивания получаем 
оценку вектора состояния, т.е. оценку всех наблюдаемых ошибок ИНС. 

Далее оценка ошибок ИНС алгебраически вычитается из выходного сигнала 
ИНС, состоящего из суммы достоверной информации о скорости, местоположе-
нии и угловой ориентации объекта и ошибок ИНС. Тем самым компенсируются в 
выходном сигнале ошибки ИНС в определении навигационных параметров. 

В качестве алгоритма оценивания наиболее часто используется оптималь-
ный фильтр Калмана. 

Схемы использования ОФК представлены на рис. 1а, 1б. 
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Рис. 1а. Разомкнутая схема комплексирования ИНС и СНС 
 

 
 

Рис. 1б. Замкнутая схема комплексирования ИНС и СНС 
 
На схеме EN vv δδ ,  - ошибки измерения северной и восточной составляющих 
скорости, δλδϕ,  - ошибки измерения широты и долготы, zyx ααα ,,  - ошибки 
ориентации платформы относительно сопровождающего базиса. Как видим, 
фильтр позволяет оценить ошибки, не поддающиеся непосредственному из-
мерению ( zyx ααα ,, ), если аппаратура приемника не обеспечивает определе-
ние ориентации объекта. 

 
Аналоговый фильтр Калмана 

 В теории фильтров Калмана-Бьюси пользуются следующей матричной 
формой записи линейной модели исследуемой системы  

 
wuxx GBA ++=&  ,     (1) 

 
где ⎯x - n-мерный вектор состояния системы; ⎯u - r-мерный вектор управления; 
⎯w - k-мерный вектор случайных воздействий; A- матрица состояния размерности 
n×n; B - матрица управления размерности n×r; G - матрица передачи случайных 
воздействий размерности n×k. 

 Как правило, наблюдатель не имеет возможности измерять полный вектор 
состояния системы ⎯x . Измеряемая информация (доступная либо необходимая 
для решения поставленных задач), определяется следующим уравнением: 

y x v= +H  ,       (2) 
где ⎯y - m -мерный вектор измерения; ⎯v - m-мерный вектор помех измерения; H 

- матрица измерения размерности m×n.  
 Воздействия w и помехи v будем считать гауссовскими случайными процес-
сами типа белого шума с нулевыми математическими ожиданиями  
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M[w(t)]=0,  M[v(t)]=0 
и корреляционными матрицами  

Т(τ)]=Q(t)δ(t-τ);    M[w(t)w
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M[v(t)vТ(τ)]=R(t)δ(t-τ), 
где Q(t) - симметрическая неотрицательно-определенная (k×k) матрица интен-
сивности белого шума w(t); R(t) - симметрическая положительно определенная 
(m×m) - матрица интенсивности белого шума v(t); δ(t) - дельта - функция Дирака.1

 Начальное состояние системы x(t0) характеризуется известным математиче-
ским ожиданием ( )[ ]M x t x0 = 0 и корреляционной матрицей 

( )[ ] ( )[ ]{ } (M x t x x t x t tT
0 0 0 0 0− − = P , )0  . Также предполагается, что начальное со-

стояние системы, случайные воздействия и помехи измерений взаимно некорре-
лированы при всех t≥t0 .  

Построение фильтра Калмана сводится к определению матрицы коэффици-
ентов усиления K, которая бы обеспечила оптимальную оценку (в смысле мини-
мума дисперсии ошибки оценивания) вектора состояния 

 
K=PHTR-1.        (3) 

 
 Корреляционная матрица ошибок P является решением матричного диффе-
ренциального уравнения Риккати 

 
TTT GQGHPRPHPAAPP +−+= −1&  ,    (4) 

 
для которого матрица P (t)=P(t0 0,t0) является начальным условием. 
 Уравнение фильтра Калмана принимает вид: 
 

[ ]xyuxx ˆˆˆ HKBA −++=& .    (5) 
 

 Можно решить две задачи: задачу оценки вектора состояния и задачу фор-
мирования управления процессом. 

 Поэтому уравнения (1)...(5) следует дополнить алгоритмом формирования 
закона управления 

,       (6) xu ˆD−=
где D - матрица регулятора размерности r×n. 
 Необходимо отметить, что при построении ОФК действующие на систему 
возмущения и помехи измерений следует представить в виде случайных процес-
сов типа белого шума. Поэтому цветные шумы моделируются из белых с помо-
щью соответствующих формирующих фильтров. Очевидно, что это требует рас-
ширения вектора состояния динамической системы. 

                                           
 



 На рис.2 представлена полная структурная схема динамической системы с 
ОФК 

 

 
Рис.2. Структурная схема динамической системы с ОФК 

 
Дискретный фильтр Калмана 

В дискретном фильтре Калмана в задаче линейного оценивания, непрерыв-
ной динамической системе (1) и измерениям (2) соответствуют записанная в раз-
ностной форме дискретная система и дискретные измерения  

kkkkkk1k wuxx ΓΨF ++=+ ;     (7) 

kkkk vxy += H ,       (8) 
где подстрочные индексы «k» и «k+1» указывают номер дискретного момента 
времени t  и t
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k k+1; шаг дискретизации ; kk ttt −=Δ +1

 - переходная матрица системы в момент времени t)exp( tAk Δ⋅=F k, которая может 
быть представлена приближенно в виде разложения в ряд 

( ) ...
2
1 2 +Δ+Δ+= tt kkk FFIF      ; 

  – матрица, определяющая влияние вектора входных шумов wtkkk Δ≅ GFГ k–1 в 
момент времени t tkk Δ≈GГ, в первом приближении ; k 

tkkk Δ≅ BFΨ  – матрица, определяющая влияние вектора управления uk–1 в мо-
мент времени t tkk Δ≈ BГ, в первом приближении ;; k

I  - единичная матрица; 
Матрицы интенсивностей векторных дискретных гауссовских шумов wk системы 
и vk измерений связаны с соответствующими матрицами непрерывной динамиче-
ской системы соотношениями: 

t
t

t
t k

k
k

k Δ
=

Δ
=

)(,)( RRQQ . 



алгоритм линейного ди- Для оценки вектора состояния можно использовать 
скретного фильтра Калмана :
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0kx)- зададим начальное значение  оценки вектора переменной состояния, на-

чальное значение предсказанной (априорной) корреляционной матрицы ошибок 

0kP
(

, матрицы интенсивностей шумов  и ; kQ kR
- получим предсказанное (априорное) значение вектора переменных состояния 
 

kkk1k BFx ux +=+
)(  , 

 
- рассчитаем значения коэффициентов фильтра 
-  

[ ] 1T
kkk

T
kkk RHPHHPK

−
+= k

((
, 

 
- вычислим скорректированные (апостериорное) значение оценки вектора со-
стояния 

[ ]kkkkkk xHyKxx (() −+=  , 
 
- вычислим скорректированную (апостериорную) корреляционную матрицу 
ошибок фильтра 

 
[ ] kPHKIP kkk

()
−=  , 

 
- рассчитаем значение предсказанной (априорной) корреляционной матрицы 
ошибок для нового шага вычислений 

 

kQFPFP T
kkk1k +=+

)(
 , 

 
- переходим на новый цикл вычислений. 

Для облегчения вычислений можно взять приближенное значение переход-
ной матрицы F = I + A kx)tΔ ; - скорректированное (апостериорное) значение 
оценки вектора состояния, kx(  - предсказанное (априорное) значение оценки век-

тора состояния, K – матрица коэффициентов усиления Калмана, kP
)

- скорректиро-

ванная (апостериорная) корреляционная матрица ошибок фильтра, kP
(

 - предска-
занная (априорная) корреляционная матрица ошибок фильтра, R- матрица интен-
сивностей шумов наблюдения (измерения) v, Q – матрица интенсивностей вход-
ных возмущений w . Начальная матрица  обычно содержит диагональные эле-
менты, соответствующие начальным дисперсиям ошибок соответствующих пере-
менных состояния 

kP



 
Математическая модель исследуемой ИНС (типа ИКВ-802м) 

 
Уравнения идеальной работы 

 
ξηζ0  - ортодромическая система координат 

 
Рис.3. Системы координат 

 
подготовка к работе 

, 0011 χϕ coscosu =
, 0021 χϕ sincosu =

, 031 ϕsinu =
, 0000012 ϕχλχλ sincossinsincosu +−=

, 0000022 ϕχλχλ sinsinsincoscosu +=
, 0032 λϕ sincosu −=

2112221133 uuuuu −= . 
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1131
2 uuRUg E

' =ξ   ; 2131
2 uuRUg E

' =η

;sin)3(5,021( 22
0

" ϕ
ζ

eq
a
hqgg −+++−= 2

0 0318,978 ссмg = ,

 q=0,00346775 
 

переносные с кориолисовыми, кажущиеся ускорения,   
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gWVagWVagWVa
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абсолютная линейная скорость 
( ) ;V,'gWaVV k

пк
kkk 01 ξξξξξξ τ +−+=+   

( ) ;V,'gWaVV k
пк

kkk 01 ηηηηηη τ +−+=+  

 
абсолютная угловая скорость 
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относительная угловая скорость 
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ξξξ ωω u−=' ;  ;  ; ζζζ ωω u' −=ηηη ωω u−='

 
переносная угловая скорость 

     ;Uuu 21=η ;Uuu 31=ζ;Uuu 11=ξ

уравнения Пуассона 
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'
k

'
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)( 22
'

12
'

32132 kkkk uuuu ξη ωωτ −+=+ ,  ; 032u
вычисление оставшихся направляющих косинусов 

121112122111133 +++++ −= kkkkk uuuuu  
вычисление координат и путевого угла ортодромии 

2
31

31

1 u

uarctg
−

=ϕ ;
33

32
u
uarctg−=λ ;

11

21
u
uarctg=χ;     

 
северная и восточная составляющие относительной угловой скорости 



χωχωω ηξ sincos ''
N += ;  ; χωχωω ηξ cossin ''

E −=

северная и восточная составляющие относительной линейной скорости 
   ;Rv NEN ω−= ;ENE Rv ω=

 
Уравнения реальной работы 

 

ϕ~sine

h~aR~E 221−

+
=

ϕ~sine
)e(R~R~ E

N 22

2

1
1

−
−

= ;     ,   

 

a
a
h~u~eu~e

R~ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+−= 2

11
22

31
2

2
111

ξ
a

a
h~u~eu~e

R~ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+−= 2

21
22

31
2

2
111

η
;      

 

χϕ ~sin~cos
a

e
a

u~u~e
R~o

2
2

1 2
2

2111
2

== ; 

1131
2' ~~~~ uuRUg E=ξ 2131

2' ~~~~ uuRUg E=η  ; 
 

 9

⎟
⎟
⎠

⎞
+

oR~
V

⎜
⎜
⎝

⎛
−=

~

R~
V~

;
R~
V~

R~
V~~

ξω
ξ

η

η ~
ξ

ξ
ηω =

o

η+;  

 ϕωζ
~ ~sinU= ; 
кажущиеся ускорения 

;

;

;'

;'

;'

xzy

yzx

пк

пк

пк

aaaa

aaaa

gWVa

gWVa

gWVa

αα

αα

ζξη

ζηξ

ζζζζ

ηηηη

ξξξξ

+−=

−+=

−+=

−+=

−+=

&

&

&

 
Рис.4. Ошибки ориентации 

 

интегрирование ускорений 
( )( ) ;V~,a'g~V~~V~~aV~V~ kkkkkxkkk 01 ξξηζζηξξ ωωτ Δ++−−+=+  

( )( ) ;V~,a'g~V~~V~~aV~V~ kkkkkykkk 01 ηηζξξζηη ωωτ Δ++−−+=+  
aΔ - эквивалентная ошибка акселерометра. 

 
ошибки ориентации платформы 
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дрω  - эквивалентный собственный уход гироплатформы. 



относительная угловая скорость 

ξξξ ωω u~~~' −=
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;  ηηη ωω u~~~' −= ;  ; ζζζ ωω u~~~' −=

 
переносная угловая скорость 
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121112122111133 +++++ −= kkkkk u~u~u~u~u~ . 
вычисления 
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Уравнения ошибок 
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iii ωωω −=Δ ~  - ошибки определения угловой скорости. 



 
Далее уравнения ошибок получаем путем варьирования уравнений идеальной 
работы 
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ϕϕωζ Δ=Δ cosU   для ортодромической ориентации 

ηξ ωω ΔΔ ,Примечание: вторые 2 слагаемых в  на 2 и более порядков меньше первых 2х сла-

гаемых, поэтому в последующем их учитывать не будем. 
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Ошибки координат и относительных скоростей 
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Подготовка матричной формы записи уравнений  
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Если сигналы измерителей имеют постоянную и случайную составляющие 
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Проверка наблюдаемости 
Матрица наблюдаемости N имеет вид 
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Число наблюдаемых переменных равно рангу матрицы N.  
Ранг матрицы равен наибольшему числу линейно независимых строк (или столб-
цов) матрицы.  

 В примере rankN  равен 11, т.е. все переменные наблюдаемы. 
Если добавить в вектор систематические составляющие уходов гироскопов 

дрzдрyдрx ωωω ,,  и проанализировать наблюдаемость, то оказывается, что дрzω  не на-
блюдаема. Т.е. нет смысла ее включать в переменные состояния. Горизонтальные 
уходы наблюдаемы, но оценки сходятся очень медленно.  

)5,11(IQ =Матрица интенсивностей шумов , хотя возмущений всего 5. 
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Начальное значение корреляционной матрицы ошибок P соответствует дис-
персиям переменных по диагонали или нулям при неопределенности. 

 После того, как найдены ошибки, можно выполнить коррекцию ИНС по ра-
зомкнутой или замкнутой схеме. 

 
3.Задания к работе 

1. Провести численное исследование, составить и исследовать математическую 
модель, сопоставить результаты численного и аналитического исследований влия-
ния следующих факторов на погрешности ИНС (одного из следующих): 

1) погрешностей начального горизонтирования; 
2) погрешностей начальной выставки в азимуте; 
3) погрешности начальной выставки скоростей; 
4) погрешностей начальной выставки широты и долготы; 

2. Провести численное исследование, составить и исследовать математическую 
модель, сопоставить результаты численного и аналитического исследований влия-
ния одного из следующих факторов на погрешности ИНС : 

1) угловой скорости дрейфов гироскопов горизонтальных каналов; 
2) угловой скорости дрейфов гироскопов азимутального канала; 
3) смещения нуля акселерометров; 

3. Рассмотреть один из вариантов построения комплексной системы при ограни-
ченных возможностях получения информации от СНС: 

1. отсутствует информация о скоростях; 
2. отсутствует информация о координатах; 
3. отсутствует информация о долготе; 
4. отсутствует информация о восточной составляющей скорости. 

4. Рассмотреть возможности искусственного увеличения или уменьшения величи-
ны коэффициентов усиления фильтра Калмана. 
5. Рассмотреть влияние изменения значения интенсивностей шумов (возмущений) 
системы. 
6. Рассмотреть влияние изменения значения интенсивностей шумов измерений. 

 

4. Контрольные вопросы 
1. Что такое уравнения идеальной работы? 
2. Что такое уравнения реальной работы? 
3. Как получают уравнения ошибок? 
4. Как работает разомкнутая схема комплексирования? 
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5. Как работает замкнутая схема комплексирования? 
6. Какие преимущества у разомкнутой схемы комплексирования? 
7. Какие преимущества замкнутой схемы комплексирования? 
8. При каких условиях в схемах комплексирования достигается повышение 

точности? 
9. Что такое фильтр Калмана? 
10. В чем преимущество использования фильтра Калмана перед апериодиче-

ским фильтром? 
 

5. Содержание отчета 
 Отчет должен содержать ответы на поставленные вопросы в виде текста, ил-
люстраций. При изменениях в программах необходимо привести фрагменты изме-
ненных программ. Объем отчета не должен превышать 10 стр. 
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